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Wykład 4A. 8-węzłowy element czworokątny

Metoda elementów 
skończonych

(MES1)



𝛺𝑒

𝛺𝑒

2

8-węzłowy 2D element czworokątny (dokładność, nieregularne kształty)

układ współrzędnych naturalnych

Odwzorowanie geometryczne:      (𝜉, 𝜂) → (𝑥, 𝑦)

Element 8-węzłowy jest zdefiniowany przez osiem węzłów o dwóch stopniach swobody w każdym 
węźle 𝑢𝑖, 𝑣𝑖.  Zapewnia dokładniejsze wyniki i może uwzględniać nieregularne kształty bez znacznej 
utraty dokładności.

𝑢2

𝑣2

𝑢

𝑣

układ współrzędnych kartezjańskich

𝑛 = 8   ; 𝑛𝑝 = 2 → 𝑛𝑒 = 𝑛 ∙ 𝑛𝑝 = 16



𝛺𝑒

3

Element odniesienia a elementy rzeczywiste

element odniesienia

Jeden element odniesienia odwzorowuje się na każdy element rzeczywisty siatki

siatka elementów modelu



4

Odwzorowanie izoparametryczne

wektory współrzędnych węzłowych

𝑥𝑖 𝑒 =

𝑥1

𝑥2

.

.

.
𝑥8

; 𝑦𝑖 𝑒=

𝑦1

𝑦2

.

.

.
𝑦8

8 × 1 8 × 1

𝑥𝑖

𝑦𝑖
𝑢𝑖

𝑣𝑖

𝑛 = 8   ; 𝑛𝑝 = 2 → 𝑛𝑒 = 𝑛 ∙ 𝑛𝑝 = 16wektor lokalny parametrów węzłowych

𝑞 𝑒 =

𝑞1

𝑞2

.

.

.

.

.

.
𝑞16 𝑒

=

𝑢1

𝑣1

𝑢2

𝑣2

.

.

.
𝑢8

𝑣8 𝑒

16 × 1

𝑖

𝒖𝟐

𝒗𝟐

𝒖𝟕

𝒗𝟕

𝒖𝟏

𝒗𝟏 𝒖𝟓

𝒗𝟓

𝒖𝟔

𝒗𝟔𝒖𝟒

𝒗𝟒

𝒖𝟖

𝒗𝟖

𝒖𝟑

𝒗𝟑

Odwzorowanie izoparametryczne
–te same funkcje użyte są do opisu 

geometrii i pola przemieszczeń
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Odwzorowanie izoparametryczne

macierz funkcji kształtu:

𝑁(𝜉, 𝜂) =
𝑁1(𝜉, 𝜂) 0

0 𝑁1(𝜉, 𝜂)
𝑁2(𝜉, 𝜂) 0

0 𝑁2(𝜉, 𝜂)
… 𝑁8(𝜉, 𝜂)
… 0

0
𝑁8(𝜉, 𝜂)

2 × 16

wektor funkcji kształtu:

𝑁(𝜉, 𝜂) = 𝑁1 𝜉, 𝜂 , 𝑁2 𝜉, 𝜂 , … , 𝑁8 𝜉, 𝜂
1 × 8

𝑥

𝑦
𝑢

𝑣

𝑥 = 𝑁(𝜉, 𝜂) 𝑥𝑖 𝑒 ; 𝑦 = 𝑁(𝜉, 𝜂) 𝑦𝑖 𝑒
1 × 8 8 × 1 1 × 8 8 × 1

położenie i przemieszczenie dowolnego punktu:

𝑢 =
𝑢
𝑣

= 𝑁(𝜉, 𝜂) 𝑞 𝑒
2 × 1 2 × 16 16 × 1
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Funkcje kształtu 8-węzłowego elementu czworokątnego

węzły narożne: 𝑁2 𝜉, 𝜂

węzły w środku boków:

𝑁6 𝜉, 𝜂
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Transformacja pomiędzy układem naturalnym a kartezjańskim

pochodne cząstkowe dowolnej funkcji współrzędnych (𝜉, 𝜂) względ𝑒𝑚 (𝑥, 𝑦):

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 

𝜕𝑓

𝜕𝜉

𝜕𝜉

𝜕𝑥
+ 

𝜕𝑓

𝜕𝜂

𝜕𝜂

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 

𝜕𝑓

𝜕𝜉

𝜕𝜉

𝜕𝑦
+ 

𝜕𝑓

𝜕𝜂

𝜕𝜂

𝜕𝑦

𝑜𝑑𝑤𝑟ó𝑐𝑜𝑛𝑎 𝑚𝑎𝑐𝑖𝑒𝑟𝑧 𝐽𝑎𝑐𝑜𝑏𝑖𝑒𝑔𝑜

𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕𝑓

𝜕𝑦

= 

𝜕𝜉

𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑥
𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕𝜂

𝜕𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝜉

𝜕𝑓

𝜕𝜂

= 𝐽 −1

𝜕𝑓

𝜕𝜉

𝜕𝑓

𝜕𝜂
2 × 2

𝜕𝑓

𝜕𝜉
= 

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝜉
+ 

𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝜉

𝜕𝑓

𝜕𝜂
= 

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝜂
+ 

𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝜂

pochodne cząstkowe dowolnej funkcji współrzędnych (𝑥, 𝑦) wzgę𝑑𝑒𝑚 (𝜉, 𝜂):

𝑚𝑎𝑐𝑖𝑒𝑟𝑧 𝐽𝑎𝑐𝑜𝑏𝑖𝑒𝑔𝑜

𝜕𝑓

𝜕𝜉

𝜕𝑓

𝜕𝜂

= 

𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕𝜉

𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑦

𝜕𝜂

𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕𝑓

𝜕𝑦

= 𝐽 ·

𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕𝑓

𝜕𝑦
2 × 2
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Transformacja pomiędzy układem naturalnym a kartezjańskim

operatory różniczkowe:

𝑚𝑎𝑐𝑖𝑒𝑟𝑧 𝐽𝑎𝑐𝑜𝑏𝑖𝑒𝑔𝑜

2 × 2

𝜕

𝜕𝜉

𝜕

𝜕𝜂

= 

𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕𝜉

𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑦

𝜕𝜂

𝜕

𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝑦

= 𝐽 ·

𝜕

𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝑦

𝑜𝑑𝑤𝑟ó𝑐𝑜𝑛𝑎 𝑚𝑎𝑐𝑖𝑒𝑟𝑧 𝐽𝑎𝑐𝑜𝑏𝑖𝑒𝑔𝑜

2 × 2

;    

𝜕

𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝑦

= 

𝜕𝜉

𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑥
𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕𝜂

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝜉

𝜕

𝜕𝜂

= 𝐽 −1

𝜕

𝜕𝜉

𝜕

𝜕𝜂

2 × 22 × 22 × 2

𝑚𝑎𝑐𝑖𝑒𝑟𝑧 𝑗𝑒𝑑𝑛𝑜𝑠𝑡𝑘𝑜𝑤𝑎

𝐽

𝜕

𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝑦

= 𝐽 · 𝐽 −1

𝜕

𝜕𝜉

𝜕

𝜕𝜂

= 𝐼 · 

𝜕

𝜕𝜉

𝜕

𝜕𝜂

= 
1 0
0 1

𝜕

𝜕𝜉

𝜕

𝜕𝜂

= 

𝜕

𝜕𝜉

𝜕

𝜕𝜂
2 × 2

operatory różniczkowe:

𝜕

𝜕𝜉

𝜕

𝜕𝜂

= 
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Jak znaleźćmacierz odwrotną Jacobiego?

𝜕𝜉

𝜕𝑥
=

1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕𝑦

𝜕𝜂
=

1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕( 𝑁(𝜉,𝜂) 𝑦𝑖 𝑒)

𝜕𝜂
=

1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕 𝑁(𝜉,𝜂)

𝜕𝜂
𝑦𝑖 𝑒

𝜕𝜂

𝜕𝑥
= −

1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕𝑦

𝜕𝜉
= −

1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕( 𝑁(𝜉,𝜂) 𝑦𝑖 𝑒)

𝜕𝜉
= −

1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕 𝑁(𝜉,𝜂)

𝜕𝜉
𝑦𝑖 𝑒

𝜕𝜉

𝜕𝑦
= −

1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕𝑥

𝜕𝜂
= −

1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕( 𝑁(𝜉,𝜂) 𝑥𝑖 𝑒)

𝜕𝜂
= −

1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕 𝑁(𝜉,𝜂)

𝜕𝜂
𝑥𝑖 𝑒

𝜕𝜂

𝜕𝑦
=

1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕𝑥

𝜕𝜉
=

1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕( 𝑁(𝜉,𝜂) 𝑥𝑖 𝑒)

𝜕𝜉
=

1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕 𝑁(𝜉,𝜂)

𝜕𝜉
𝑥𝑖 𝑒

8 × 1
1 ×8

8 × 1
1 ×8

8 × 1
1 ×8

8 × 1
1 ×8

𝐽 −1 =

𝜕𝜉

𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑥
𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕𝜂

𝜕𝑦

→
2 × 2

odwrócona macierz Jacobiego:

𝐽 −1 =
1

𝑑𝑒𝑡 𝐽
𝐽 𝐶 𝑇 =

1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕𝑦

𝜕𝜂
−

𝜕𝑥

𝜕𝜂

−
𝜕𝑦

𝜕𝜉

𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝑇

=
1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕𝑦

𝜕𝜂
−

𝜕𝑦

𝜕𝜉

−
𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑥

𝜕𝜉

=

=

1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕𝑦

𝜕𝜂
−

1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕𝑦

𝜕𝜉

−
1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕𝑥

𝜕𝜂

1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕𝑥

𝜕𝜉

2 × 2 2 × 2

𝑚𝑎𝑐𝑖𝑒𝑟𝑧 𝑑𝑜𝑝𝑒ł𝑛𝑖𝑒ń 𝑎𝑙𝑔𝑒𝑏𝑟𝑎𝑖𝑐𝑧𝑛𝑦𝑐ℎ

𝐽 = 

𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕𝜉

𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑦

𝜕𝜂

𝑤𝑠𝑝ół𝑟𝑧ę𝑑𝑛𝑒 𝑤ę𝑧ł𝑜𝑤𝑒

𝑎𝑝𝑟𝑜𝑘𝑠𝑦𝑚𝑎𝑐𝑗𝑎 𝑔𝑒𝑜𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑖
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Jakwyliczyćwyznacznik macierzy Jacobiego?

wyznacznik macierzy Jacobiego:

𝑑𝑒𝑡 𝐽 = 𝑑𝑒𝑡

𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕𝜉

𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑦

𝜕𝜂

= 
𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕𝜂
−

𝜕𝑦

𝜕𝜉

𝜕𝑥

𝜕𝜂
= 

= 
𝜕( 𝑁(𝜉,𝜂) 𝑥𝑖 𝑒)

𝜕𝜉

𝜕( 𝑁(𝜉,𝜂) 𝑦𝑖 𝑒)

𝜕𝜂
−

𝜕( 𝑁(𝜉,𝜂) 𝑦𝑖 𝑒)

𝜕𝜉

𝜕 𝑁 𝜉,𝜂 𝑥𝑖 𝑒

𝜕𝜂
=

=
𝜕 𝑁(𝜉,𝜂)

𝜕𝜉
𝑥𝑖 𝑒

𝜕 𝑁(𝜉,𝜂)

𝜕𝜂
𝑦𝑖 𝑒 −

𝜕 𝑁(𝜉,𝜂)

𝜕𝜉
𝑦𝑖 𝑒

𝜕 𝑁(𝜉,𝜂)

𝜕𝜂
𝑥𝑖 𝑒

1 × 8 1 × 8 1 × 8 1 × 8
8 × 1 8 × 1 8 × 1 8 × 1

(𝑚𝑜ż𝑛𝑎 𝑤𝑦𝑙𝑖𝑐𝑧𝑦ć 𝑤 𝑑𝑜𝑤𝑜𝑙𝑛𝑦𝑚 𝑝𝑢𝑛𝑘𝑐𝑖𝑒 𝑑𝑜𝑚𝑒𝑛𝑦 𝛺𝑒)

𝑥

𝑦

𝛺𝑒

𝑎𝑝𝑟𝑜𝑘𝑠𝑦𝑚𝑎𝑐𝑗𝑎 𝑔𝑒𝑜𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑖
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Wyliczenie macierzy gradientu

operatory różniczkowe w układzie współrzędnych (𝑥, 𝑦):

𝜕

𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝑦

= 𝐽 −1

𝜕

𝜕𝜉

𝜕

𝜕𝜂

=

1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕𝑦

𝜕𝜂
−

1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕𝑦

𝜕𝜉

−
1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕𝑥

𝜕𝜂

1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕

𝜕𝜉

𝜕

𝜕𝜂

→

𝜕

𝜕𝑥
=

1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕𝑦

𝜕𝜂

𝜕

𝜕𝜉
−

1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕𝑦

𝜕𝜉

𝜕

𝜕𝜂
;         

𝜕

𝜕𝑦
= −

1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕

𝜕𝜉
+

1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕

𝜕𝜂

Macierz gradientu dla warunku PSN lub PSO: 

𝑅 =

𝜕

𝜕𝑥
0

0
𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥

=

1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕𝑦

𝜕𝜂

𝜕

𝜕𝜉
−

1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕𝑦

𝜕𝜉

𝜕

𝜕𝜂
0

0
1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕

𝜕𝜂
−

1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕

𝜕𝜉

1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕

𝜕𝜂
−

1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕

𝜕𝜉

1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕𝑦

𝜕𝜂

𝜕

𝜕𝜉
−

1

𝑑𝑒𝑡 𝐽

𝜕𝑦

𝜕𝜉

𝜕

𝜕𝜂

= 𝑅(𝜉, 𝜂)
3 × 2 3 × 2

2 × 2
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Macierz gradientu dla warunku PSN lub PSO

𝑅(𝜉, 𝜂) =

𝜕

𝜕𝑥
(𝜉, 𝜂) 0

0
𝜕

𝜕𝑦
(𝜉, 𝜂)

𝜕

𝜕𝑦
(𝜉, 𝜂)

𝜕

𝜕𝑥
(𝜉, 𝜂)

3 × 2

𝜕

𝜕𝑥
(𝜉, 𝜂) =

𝜕 𝑁(𝜉,𝜂)

𝜕𝜂
𝑦𝑖 𝑒

𝜕

𝜕𝜉
−

𝜕 𝑁(𝜉,𝜂)

𝜕𝜉
𝑦𝑖 𝑒

𝜕

𝜕𝜂

𝜕 𝑁(𝜉,𝜂)

𝜕𝜉
𝑥𝑖 𝑒

𝜕 𝑁(𝜉,𝜂)

𝜕𝜂
𝑦𝑖 𝑒 −

𝜕 𝑁(𝜉,𝜂)

𝜕𝜉
𝑦𝑖 𝑒

𝜕 𝑁(𝜉,𝜂)

𝜕𝜂
𝑥𝑖 𝑒

1 × 8 1 × 8

1 × 8 1 × 8 1 × 8 1 × 8

8 × 1 8 × 1

8 × 1 8 × 18 × 1 8 × 1

𝜕

𝜕𝑦
(𝜉, 𝜂) =

𝜕 𝑁(𝜉,𝜂)

𝜕𝜉
𝑥𝑖 𝑒

𝜕

𝜕𝜂
−

𝜕 𝑁(𝜉,𝜂)

𝜕𝜂
𝑥𝑖 𝑒

𝜕

𝜕𝜉

𝜕 𝑁(𝜉,𝜂)

𝜕𝜉
𝑥𝑖 𝑒

𝜕 𝑁(𝜉,𝜂)

𝜕𝜂
𝑦𝑖 𝑒 −

𝜕 𝑁(𝜉,𝜂)

𝜕𝜉
𝑦𝑖 𝑒

𝜕 𝑁(𝜉,𝜂)

𝜕𝜂
𝑥𝑖 𝑒

1 × 8 1 × 8

1 × 8 1 × 8 1 × 8 1 × 8

8 × 1 8 × 1

8 × 1 8 × 18 × 1 8 × 1

𝑥𝑖 𝑒 =

𝑥1

𝑥2

.

.

.
𝑥8

𝑦𝑖 𝑒 =

𝑦1

𝑦2

.

.

.
𝑦8

8 × 1

8 × 1

𝑥

𝑦



𝜀 = 𝑅(𝜉, 𝜂) 𝑢 = 𝑅(𝜉, 𝜂) 𝑁(𝜉, 𝜂) 𝑞 𝑒 = 𝐵(𝜉, 𝜂) 𝑞 𝑒

13

Energia odkształcenia 8-węzłowego elementu czworokątnego

wektor odkształcenia dla warunku PSN lub PSO:

3 × 1 3 × 2 2 × 1 3 × 2 2 × 16 16 × 1 3 × 16 16 × 1

𝑈𝑒 =
1

2
׬ 𝜀 𝜎 d𝛺𝑒 =

1

2
𝑞 𝑒(𝑡𝑒 ׬ 𝐵(𝜉, 𝜂) 𝑇 𝐷 𝐵(𝜉, 𝜂) d𝑥𝑑𝑦) 𝑞 𝑒 =

=
1

2
𝑞 𝑒 𝑘 𝑒 𝑞 𝑒

𝛺𝑒 1 × 3 3 × 1 1 × 16 𝐴𝑒 16 × 3 3 × 3 3 × 16 16 × 1

energia sprężysta w elemencie skończonym:

3 × 1 3 × 3 3 × 1

𝜎 = 𝐷 𝜀

lokalna macierz sztywności:

𝑘 𝑒 = 𝑡𝑒 න
−1

1

න
−1

1

𝐵(𝜉, 𝜂) 𝑇 𝐷 𝐵(𝜉, 𝜂) 𝑑𝑒𝑡 𝐽 𝑑𝜉𝑑𝜂
16 × 16 16 × 3 3 × 3 3 × 16

(𝑤𝑦𝑙𝑖𝑐𝑧𝑎𝑛𝑎 𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑦𝑐𝑧𝑛𝑖𝑒)

𝜀 = 𝐵(𝜉, 𝜂) 𝑞 𝑒
3 × 1 3 × 16 16 × 1

𝜀 = 𝑞 𝑒 𝐵(𝜉, 𝜂) 𝑇

1 × 3 1 × 16 16 × 3

( ׬ 𝑓 𝑥, 𝑦 d𝑥𝑑𝑦 = 1−׬

1
1−׬

1
𝑓(𝜉, 𝜂)𝑑𝑒𝑡 𝐽 𝑑𝜉𝑑𝜂 )

𝐴𝑒



14

Energia potencjalna obciążenia i wektor obciążenia zastępczego

energia potencjalna obciążeniain w elemencie:

𝑢 = 𝑁 𝑞 𝑒
2 × 1 2 × 16 16 × 1

𝑊𝑒 = ׬ 𝑋 𝑢 d𝛺𝑒 + ׬ 𝑝 𝑢 d𝛤𝑝𝑒 =
𝛺𝑒 1 × 2 2 × 1 𝛤𝑝𝑒 1 × 2 2 × 1

= ׬) 𝑋 𝑁 d𝛺𝑒 + ׬ 𝑝 𝑁 d𝛤𝑝𝑒) 𝑞 𝑒 =
𝛺𝑒 1 × 2 2 × 16 𝛤𝑝𝑒 1 × 2 2 × 16 16 × 1

1 × 16 1 × 16 16 × 1 1 × 16 16 × 1

= ( 𝐹𝑋
𝑒 + 𝐹𝑝

𝑒) 𝑞 𝑒 = 𝐹 𝑒 𝑞 𝑒

𝐹𝑝
𝑒 = ׬ 𝑝 𝑁 d𝛤𝑝𝑒

1 × 16 𝛤𝑝𝑒 1 × 2 2 × 16

𝑥

𝑦

𝑝 = 𝑝𝑥, 𝑝𝑦

𝑋 = 𝑋, 𝑌

𝛺𝑒

1

2

3

4

5

6

7

8

𝛤𝑝𝑒

𝐹𝑋
𝑒 = 𝑡𝑒 න

−1

1

න
−1

1

𝑋(𝜉, 𝜂) 𝑁(𝜉, 𝜂) 𝑑𝑒𝑡 𝐽 𝑑𝜉𝑑𝜂
1 × 16 1 × 2 2 × 16



Wektor obciążenia zastępczegow elemencie 8-węzłowym

𝑥

𝑦

𝛺𝑒

1

2

3

4

5

6

7

8

𝐹 𝑒
16 × 1

𝐹1𝑒

𝐹2𝑒

𝐹3𝑒

𝐹4𝑒

𝐹5𝑒

𝐹6𝑒

𝐹7𝑒

𝐹8𝑒

𝐹9𝑒

𝐹10𝑒

𝐹11𝑒

𝐹12𝑒

𝐹13𝑒

𝐹14𝑒

𝐹15𝑒

𝐹16𝑒

15

𝐹 𝑒 =

𝐹1

𝐹2

.

.

.

.

.

.
𝐹16 𝑒



Przykład. Wektor obciążenia zastępczego od sił masowych (grawitacji)

obciążenie
grawitacyjne:

𝑥

𝑦

𝛺𝑒

1

2

3

4

5

6

7

8

𝑔

𝑋
1 × 2

16

𝐹𝑋
𝑒 = 𝑡𝑒 න

−1

1

න
−1

1

𝑋(𝜉, 𝜂) 𝑁(𝜉, 𝜂) 𝑑𝑒𝑡 𝐽 𝑑𝜉𝑑𝜂

𝐹𝑋
𝑒 = 𝑡𝑒 න

−1

1

න
−1

1

0, −𝑔 𝑁(𝜉, 𝜂) 𝑑𝑒𝑡 𝐽 𝑑𝜉𝑑𝜂
1 × 16 2 × 16

𝐺 = 𝑔𝛺𝑒 (𝑁)

𝐹 𝑒= 0,
𝐺

12
, 0,

𝐺

12
, 0,

𝐺

12
, 0,

𝐺

12
, 0, −

𝐺

3
, 0, −

𝐺

3
, 0, −

𝐺

3
, 0, −

𝐺

3
,

𝑒1 × 16

𝐺/12

𝐺/3

𝐺/12
𝐺/3

𝐺/12

𝐺/12

𝐺/3

𝐺/3
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Wektor obciążenia zastępczego od sił powierzchniowych

wektor obciążenia zastępczego od sił powierzchniowych:

𝐹𝑝
𝑒 = ׬ 𝑝 𝑁 d𝛤𝑝𝑒 = 𝑡𝑒 0׬

𝑙
𝑝 𝑁 𝑑𝑠

1 × 16 𝛤𝑝𝑒 1 × 2 2 × 16

𝑥

𝑦

𝑝 = 𝑝𝑥, 𝑝𝑦

𝛺𝑒

1

2

3

4

5

6

7

8

𝛤𝑝𝑒

𝑑𝑥

𝑑𝑦
𝑑𝑠

3

4

7

𝑠

na boku 4−3:
𝜂 = 1

𝑙 − 𝑑ł𝑢𝑔𝑜ść 𝑏𝑜𝑘𝑢 4−3

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑥2+ 𝑑𝑦2

𝑑𝑠2

𝑑𝜉2 =
𝑑𝑥2

𝑑𝜉2 + 
𝑑𝑦2

𝑑𝜉2 →
𝑑𝑠

𝑑𝜉
=

𝑑𝑥

𝑑𝜉

2
+

𝑑𝑦

𝑑𝜉

2

= 𝑡𝑒 0׬

𝑙
𝑝 𝑁 𝑑𝑠 = 𝑡𝑒 1−׬

1
𝑝 𝑁

𝑑𝑠

𝑑𝜉
𝑑𝜉

1 × 2 2 × 16 1 × 2 2 × 16

𝐹𝑝
𝑒 = 𝑡𝑒 1−׬

1
𝑝𝑥, 𝑝𝑦 𝑁

𝜕 𝑁(𝜉,1)

𝜕𝜉
𝑥𝑖 𝑒

2
+

𝜕 𝑁(𝜉,1)

𝜕𝜉
𝑦𝑖 𝑒

2
𝑑𝜉

1 × 16 2 × 16

(𝑤𝑦𝑙𝑖𝑐𝑧𝑎𝑚𝑦 𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑦𝑐𝑧𝑛𝑖𝑒)

1 × 8
8 × 1 1 × 8

8 × 1



Wyniki na granicy dwóch elementów 8-węzłowych

18

nieciągłe rozwiązania elementowe

𝑥 = 𝑥1, 𝑥5 , 𝑥2

𝑦 = 𝑦1, 𝑦5 , 𝑦2

𝑢 = 𝑢1, 𝑢5 , 𝑢2

𝑣 = 𝑣1, 𝑣5 , 𝑣2

ciągłe rozwiązanie DOF

1

2

3

4
8

6

7

y’
5



Przykład. 2D model belki wspornikowej (8-węzłowe elementy)

19

𝑥

𝑦
utwierdzenie

pressure

𝑟𝑜𝑧𝑤𝑖ą𝑧𝑎𝑛𝑖𝑒
𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑤𝑒 𝜎𝑥

naprężenia 𝜎𝑥 naprężenia 𝜎𝑦

rozwiązanie
elementowe

rozwiązanie
węzłowe

rozwiązanie
węzłowe

rozwiązanie
elementowe
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